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1 Relace

Cilem je zavést matematicky zptisob jak modelovat vztahy mezi objekty. V matematice

’_@ se vyskytuje celd $kala vztahi mezi jednotlivymi prvky nékterych mnozin jako napf.
rovnost vyrazd, podobnost ¢i shodnost geometrickych ttvarti, uspofadani redlnych Cisel,
mnoZzinovd inkluze (C) apod. V této predndsce si uvedeme jak se relace modeluji pomoci
mnoZin a jaké zakladni typy relaci se v matematické teorii vyskytuji nejcastéji.

Pripomerime si, Ze kartézskym soucinem mnozin A X B rozumime mnoZinu vSech dvojic
(a,b) takovych, Zze a € Aa b € B. Formdlné

Ax B={(a,b) | a€ Abe B}.

Definice 1.1 Bindrni relaci mezi mnoZinami A a B rozumime libovolnou podmnoZinu
p CAxB.
Binérn{ relaci na mnoZin& A rozumime libovolnou podmnoZzinu p C A2
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Slovo ,,binarni‘“ odkazuje na to, Ze modelujeme vztahy mezi dvéma objekty. Analogicky se
definuji naprt ternarni ¢i opecné n-narni relace. Jelikoz budeme pracovat vyhradné s binarnimi
relacemi, budeme naddle slovo ,,bindrni* vypoustét.

Relaci p C A x B mizeme chdpat jako seznam dvojic (a, b), které jsou v modelovaném
& vztahu. Napiiklad relace < na mnoziné N je modelovdna mnoZinou vsech dvoji (m,n),
kde m,n € N a soucasné¢ m < n, tedy mnoZinou

{(m,n) e N* | Ik e N: m+ k = n}.

Znaceni relaci mlize vzbuzovat nejasnosti. Definice ndm k4, Ze relace je mnoZina. Ke
znaceni ovSem uzivame obvykle takzvané relaéni symboly (napt. <, ~, ||, C, < apod.).
Potom skute¢nost, Ze prvky a a b jsou v relaci < lze znadit (a,b) € <, ale obvykleji
pouzivdme zépis a <1 b, ktery ovSem znaci totéz.

[ B

Pokud pouziviame pro oznaceni relace znak z nékteré abecedy (napi. p), potom opét
muZeme pouZit oba zapisy (a,b) € p ¢i apb. Druhy obvyklejsi zptisop zédpisu budu naddle
preferovat.

Definice 1.2 Rekneme, 7e relace p na mnoZing A je
i) reflexivni, jestlize pro libovolné a € A plati apa,
ii) symetrickd, jestlize pro libovolné a, b € A plati, Ze z apb plyne bpa,
iii) tranzitivni, jestlize pro libovolné a, b, c € A plati, Ze z apb a bpc plyne apc,
iv) antisymetrickd, jestlize pro libovolné a, b € A plati, Ze z apb a bpa plyne a = b.

V) asymetrickd, jestliZe pro libovolné a, b € A plati, Ze z apb plyne, Ze neni pravda bpa.




1.1

Zamyslete se, které z definovanych vlastnosti maji nésledujici relace: < na mnoziné R, <
na mnoZziné R, rovnobézZnost pfimek v roviné, rovnobéZnost na mnoZziné vSech piimek a
rovin v klasickém prostoru (3-dimenznim), byt sourozencem na mnozin¢ lidi (1ze definovat
dvéma zputisoby: osoby jsou sourozenci maji-li oba stejné rodi¢e nebo maji-li spole¢ného
alesponi jednoho rodice; jaky je rozdil?), apod.

Relace ekvivalence, faktorizace mnozZiny podle ekvivalence

Definice 1.3 Relace ~ na mnoZiné A nazyvame relace ekvivalence jestlize je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni

Definice 1.4 Mé&jme mnoZinu A a systém podmnoZzin {A; | ¢ € I} (tedy A; C A pro
vSechna ¢ € I). Potom tento systém nazveme rozkladem mnoZiny A na tiidy jestlize plati

i) pro v8echna i € I plati A; # 0,
ll A - UiEI Ai7

iii) pro libovolné 7, j € I takové, Ze i # j plati A; N A;

0.

Relace ekvivalence dava do vztahu objekty, které jsou z néjakého hlediska stejné hodnotné
(slovo ekvivalence se da prelozit jako stejnohodnotnost). Rozklad mnoZiny na tfidy je

,rozdéleni* celé mnoZiny na mens$i dily, tak Ze kazdy prvek padne pravé do jedné mnoZiny
rozkladu.

Nasledujici véta, kterd dava tyto pojmy do souvislosti 1ze demonstrovat na nasledujicim
prikladu. Méjme mnozinu vSech aut. Uvazujme relaci ,,stejnobarevnost*, ktera fikd, ze
auta jsou ,,stejnobareva‘ jestlize maji stejnou barvu. Je snadno vidét, Ze se jedna o relaci
ekvivalenci. Potom miiZeme auta roztfidit — tedy vytvofit rozklad mnoZiny aut na mensi
mnoZiny nazyvané tfidy — tak, Ze do kazdé tfidy dame pravé vSechna auta, kterd maji
stejnou barvu. Je snadno vidét, Ze dostaneme rozklad mnoZiny aut na tfidy.

Opacné, pokud nékdo roztidil mnoZinu aut (aniZ bychom védéli podle jakého kritéria
tak ucinil), miZzeme definovat ekvivalenci takovou, Ze auta jsou ekvivalentni pravé tehdy,
lezi-1i v jedné tfid€. Touto konstrukci obdrzime z rozkladu ekvivalenci.

Taktéz plati, Ze tyto dvé konstrukce popisuji vzdjemné jednoznacny vztah mezi relacemi
a rozklady na mnoZin¢.



Véta 1.1 1) Jestlize ~ je relace ekvivalence na mnoziné A. Oznacime-li
[l ={z e Ala~x},

potom mnoZina A/~= {la] | a € A} je rozklad mnoZiny A na tridy.
2) JestliZe R = {A; | i € 1} je rozklad mnoZiny A na tFidy, potom relace ~ g definovand
predpisem

a ~gr btehdy a jen tehdy, jestliZe existuje i € I takové, Ze plati a,b € A;.

3) Korespondence mezi rozklady a ekvivalencemi popsané v bodech 1) a 2) jsou vzdjemné
jednoznacné. Tedy ~a,.y je rovno relaci ~ a R = A/~pg pro libovolny rozklad R a
ekvivalenci ~ na mnoziné A.

1.2 Zobrazeni, operace a algebraické struktury s jednou a dvéma binar-
nimi operacemi

Dalsim dulezitym pojmem v teoretické matematice je zobrazeni. JestliZe mame dvé

mnoziny A a B, potom zobrazenim f z mnoZiny A do mnoZiny B rozumime libovolné
pfifazeni, které kazdému prvku z mnoziny A pfifadi jediny prvek z mnoziny B. Obvykle
potom znacime f: A — B skuteCnost, Ze f je zobrazenim z A do B. Skute¢nost, Ze
prvek a € A se zobrazi na b € B znalime f(a) = b nebo f: a — b. UkdZeme si, Ze
zobrazeni je specidlnim piipadem relace mezi mnoZinami A a B. Lze si ji predstavit jako
seznam vSech dvojic, kde v prvnich slozkach jsou obrazy a v druhych vzory.

Specidlnim ptfipadem zobrazeni jsou operace. Pfikladem operaci je napiiklad s¢itani re-
alnych cisel, které kazdym dvéma ¢isllim pfifadi jejich soucet. JestliZe na mnoZiné mame
definovdny néjaké operace dostdvame takzvané algebry.

Definice 1.5 M¢jme mnoziny A a B, potom fekneme, Ze bindrni relace f C A x B je
zobrazeni, jestliZze pro kazdy prvek a € A existuje jediny prvek b € B takovy, Ze plati

(a,b) € f.

Nenechte se zmadst tim, Ze jedna skutecnost se da zapsat né€kolika zpisoby. Napiiklad v

piipadé zobrazeni f: A — B znali zapisy f(a) = b, (a,b) € f i afb totéZz. Divody
téchto rozdilnosti jsou viceméné historické. Zjednodusené feceno, relacni zdpis i zapis pro
zobrazeni se zavedl ddvno pfed vyndlezem mnozZin a pfed sjednocenim matematickych
pojmili pomoci mnoZzin.

Definice 1.6 M¢&jme zobrazeni f: A — B, potom fekneme, Ze f je

i) injektivni,jestlize pro libovolné dva prvky a1, ay € Aplati, Ze zrovnosti f(a;) = f(as)
plyne rovnost a; = as.

ii) surjektivni, jestlize pro libovolné b € B existuje a € A takové, Ze f(a) = b.

iii) bijektivni nebo vzdjemné jednoznacné, jestlize je injektivni i surjektivni soucasné.




Injektivita fikd, Ze dva rizné prvky maji i rizné obrazy. Surjektivita fika, Ze na kazdy
prvek z mnozZiny obrazl se zobrazi néktery vzor. Bijektivita ndm fika, Ze kazdy prvek z
mnoZziny obrazd ma jediny vzor. Toto nim umoziiuje zavést takzvané inverzni zobrazeni.

Véta 1.2 Jestlize f: A — B je bijektivni zobrazeni, potom existuje jediné zobrazeni
f~': B — Atakové, Ze plati

f(a) = btehdy a jen tehdy, jestlize ' (b) = a.

Toto zobrazeni nazyvdme inverzni zobrazeni k zobrazeni f.

vi, Urcete, které z funkci R — R jsou injektivni, surjektivni nebo bijektivni (uvazujte

v~ napiiklad funkce 22, 2%, sin, %, tg apod.).

A/

Definice 1.7 M¢&jme zobrazeni f: A — B ag: B — C, potom sloZenim zobrazeni | a
g (znac¢ime f o g) rozumime zobrazeni f o g: A — C' definované predpisem

(fog)(x) = g(f(x)).

V nékterych matematickych oborech, pfedevsim v matematické analyze, je obvyklé zava-
dét skladéni ,,opacné&* pomoci (go f)(z) = g(f(x)). Ob& znaceni maji jistou logiku a jsou
v néem nazornd. Pro Vis to ale znamend, e je tfeba si pfedem ovéfit, kterym zptisobem
je v pouzivané literatufe sloZeni zavedeno.

[ B ]

Vétal3 [) Jestlize f: A— B, g: B— C ah: C — D jsou zobrazeni, potom plati

fo(goh)=(fog)oh

2) JestliZe f: A — B je bijekce, potom pro libovolné a € A ab € B plati, Ze
(fofa)=aa(fof)b)=0

Definice 1.8 M¢&jme mnoZinu A, potom n-ndrni operaci rozumime libovolné zobrazeni
F: A" — A.

V nasem vykladu se budeme zabyvat pouze bindrnimi operacemi A? — A. Piikladem
operaci mohou byt +, -, —, N apod. Z historickych divodi se opét zobrazovani pomoci
operaci znaci 2 + 3 = 5 misto, pro zobrazeni jinak obvyklejsiho, +(2,3) = 5.



Definice 1.9 M&me mnoZinu A a na ni definovanou bindrni operaci *: A> — A. Potom
fekneme, Ze algebra (A; x) je grupoid.
Jestlize grupoid spliiuje takzvany asociativni zdkon, ktery tik4, Ze pro libovolné a, b, c €
A plati
ax(bxc)=(axb)x*c,

potom fekneme, Ze (A; *) je pologrupa.

Prvek e € A senazyva neutrdlni prvek, jestlize pro libovolné a € Aplati exa = a = axe.
Pologrupa s neutrdlnim prvkem se nazyva monoid.

Jestlize mame monoid s neutrdlnim prvkem e, potom fekneme, Ze prvek a’ je inverzni
k prvku a jestlize plati ' x a = e = a * a’. Monoid takovy, Ze ke kazdému prvku existuje
prvek inverzni se nazyva grupa.

Grupoid, pologupa, monoid nebo grupa se nazyva komutativni, jestlize spliiuje tzv.
komutativni zdkon, ktery tik4, Ze pro libovolné a,b € A plati a * b = b * a.

Véta 1.4 V kaidé pologrupé existuje nejvyse jeden neutrdlni prvek. V kaZdém monoidu
existuje ke kazdému prvku nejvyse jeden inverzni prvek.

Véta 1.5 Znacime-li v grupé o' inverzni prvek k prvku a, potom plati (a')' = a.

vi,. UvaZujte operace +, - a — na jednotlivych ¢iselnych oborech N, Z, @, R ¢i C. Urcete o
v~ jakou se jednd strukturu. V ptipadé, Ze se jedna o monoid urcete neutrdlni prvek, v ptipadé
grupy najdéte inverzni prvky.

Zna&ime-li p(A) mnoZinu viech podmnozin mnoziny A (formdlné piesné p(A) = {X
X C A}). Dokazte, ze (p(A),U) a (p(A),N) jsou monoidy a najdéte jejich neutralni
prvky.

Definice 1.10 Mé&jme mnoZinu A a na ni definovany binarni operace + a -. Potom fekneme,
7e

i) (A;+,-) je okruh jestlize (A; +) je komutativni grupa, (A;-) je pologrupa a plati tzv.
distributivni zakonys; tj. pro libovolné a, b, ¢ € A plati

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c),

(a+b)-c=(a-c)+(b-c).

Neutrdlni prvek v grup€ (A;+) obvykle nazyvame nulovy prvek, inverzni prvek k
prvku a nazyvadme opacny prvek a zna¢ime jej —a.

i) (A;+,-) je téleso, jestlize se jednd o okruh takovy, Ze struktura (A \ {0}, -) je grupa.

Okruh nebo téleso se nazyva komutativni, jestlize (A4; -) je komutativni.

Operace + a - v definici okruhu a télesa nemusi nutné znacit klasické s¢itani ¢i ndsobeni
Cisel, pfestoZe v naSem piipadé nebudeme uZivat jind télesa nez R ¢i Q. Napriklad v
teoretické informatice je uZite¢né zavést operace + a - na dvouprvkové mnoziné {0, 1}
tak, Ze vyslednd struktura je téleso (oproti pfirozenému s¢itdni a ndsobeni zde pouze
zavedeme 1 + 1 = 0).

[ B ]
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